
3. Momentum 

The first one of the vectorial equations of Table 2 
is multiplied with n(-}) m^ and the summation 

over i is performed. Since WfC^ = ^ m<Cf0) 

is a collisional invariant, the theorem (4.20) gives 

micf^^V = 0 for k = 1 - - - 0 0 . (6.12) 
i 

Now, the symmetric traceless part of the linearized 
pressure tensor is given by 

Vßv = j/2 kB T0 , (6.13a) 
i 

and the linearized isotropic part is 

p = n0kB Ttrans + {n — n0) kB T0 . (6.13 b) 
With (6.12), (6.13) the first vector equation of 
Table 2 yields the local balance of linear momentum 

in the familiar form 

Because the collision term is local, an antisymmetric 
part of the pressure tensor does not occur (for a 
discussion of this problem see Ref.9). 

The local conservation laws appear as the most 
simple applications of the special system of trans-
port relaxation equations. Further applications, in 
particular the treatment of the Senftleben-Beenak-
ker effect of thermal conductivity, viscosity and 
diffusion for a binary mixture (especially for a 
mixture of rotating molecules with a noble gas) will 
be given in a forthcoming paper. 

T h e authors are indeb ted to Prof . D r . L . WALDMANN 
and D r . S. HESS f or st imulat ing discussions. 

Oberflächenspannung und Thermodynamik des perfekten Gases 
E B E R H A R D H I L F 

Physikal isches Ins t i tu t der Univers i tät W ü r z b u r g 

(Z . Naturforsch. 25 a, 1190—1202 [1970] ; eingegangen am 9. Januar 1970) 

A t h e r m o d y n a m i c sys tem o f N F e r m i o n s or Bosons , b o u n d b y an external potential b u t w i t h 
a lmost no addi t ional c ont r ibut i on o f the interact ion energy between the partic les to the b i n d i n g 
o f the sys tem is cal led a b o u n d per fec t q u a n t u m gas. I ts single particle energy level dens i ty g(e) 
depends o n the propert ies o f t h e external potent ia l . This is chosen t o be zero inside and inf inite 
outs ide a g iven arbi trary s imple c o n n e c t e d c losed shape. W i t h i n the l ep todermous a s s u m p t i o n 
A71''3 1 then o (e) can b e wr i t ten expl i c i t ly as a s u m o f three terms which are proport ional t o the 
v o l u m e , surface, curvature tension. I t s t h e r m o d y n a m i c s is d e v e l o p e d : 1) o n e t h e r m o d y n a m i c 
variable can b e e l iminated , reduc ing the phase space d imens ions ; 2) the G i b b s — D u h e m re lat ion 
is disf igured o n l y b y surface — a n d curvature terms, stat ing that the sys tem is still m a k r o s c o p i c -
al ly h o m o g e n i o u s e x c e p t in the surface area, where e . g . the particle dens i ty falls d o w n t o zero 
s m o o t h l y ; 3) the Landsberg -de f in i t ion p • V = § U still holds , conf irming t h a t our microscop i ca l ly 
def ined sys tem is m a c r o s c o p i c a l l y a per fec t gas in the sense o f Landsberg , despite the sur face 
p h e n o m e n a . I n the a p p e n d i x the advantages o f an operator l ike shortwrit ing o f the partial deri -
v a t i v e n o t a t i o n are d e m o n s t r a t e d . 

Es wird die Thermodynamik eines räumlich be-
grenzten perfekten Gases aufgebaut. 

In der klassischen Physik wurde ein Gas meist 
als ,,ideal" bezeichnet, wenn es der thermischen Zu-
standsgleichung p • v = T (Druck p, spezifisches 
Volumen v: = V/N. Der Boltzmann-Konstanten ist 
der Wert 1 zugeordnet. Die Temperatur T kann in 
erg gemessen werden1) genügt oder zumindest die 
mittlere Energie pro Teilchen u(T): — U/N nur von 

Sonderdruckanforderungen an Dr . E . HILF, Phys ika l i sches 
Inst i tut der Univers i tät W ü r z b u r g , D-8700 Würzburg. 
R ö n t g e n r i n g 8. 

der Temperatur abhängt. (In der Zuordnung B=:A 
sei die unbekannte Größe A durch die als bekannt 
angenommene Größe B definiert, B = :AoAB.) 
Diese makroskopischen Relationen gelten aber nur 
für Fermionen- oder Bosonengase hoher Temperatur 
und großer Verdünnung, falls die thermische Wel-
lenlänge hl(3mT)1 /2 klein gegen die mittlere Reich-
weite der Zweiteilchenkräfte geworden ist. Die 
makroskopische Definitionsrelation p • v = \u von 

1 S i e h e z . B . : SÜSSMANN, G . U. E. HILF , T h e r m o d y n a m i k , 
in Vorbere i tung . 
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L A N D S B E R G 2 für nichtrelativistische (und p • v = ^ u 
für extrem relativistische) Gase schließt eine mög-
liche Entartung der Gase ein (perfekte Gase). 

Die im Labor betrachteten Systeme sind räumlich 
begrenzt. Wir werden untersuchen, wann und in 
welchem Sinne sie makroskopisch perfekt genannt 
werden können und wie die durch die räumliche 
Begrenzung bedingten Oberflächen die Thermo-
dynamik des Systems beeinflussen. Meist hat man 
eine recht ausgeprägte Anschauung, von welcher 
Art das mikroskopische Bild eines „perfekten 
Gases" sein sollte. Es gilt dann diejenige makro-
skopische Relation zu suchen, die genau allen 
„mikroskopisch perfekten" Gasen gemeinsam ist. 

Wir verstehen mikroskopisch unter einem räum-
lich begrenzten perfekten Gas ein System von N 
gleichen Teilchen, deren Wechselwirkung unterein-
ander praktisch keinen Beitrag zur Gesamtenergie 
des Systems liefert. In die Definition eingeschlossen 
sind Systeme, deren Teilchen sich z. Tl. speziell 
relativistisch schnell oder auch in einem äußeren 
Potential bewegen. Die Bewegungsgleichung des 
Gesamtsystems zerfällt dann meist in N unabhän-
gige identische Partikelgleichungen, deren Einteil-
chenspektrum dann allein eine Funktion der Eigen-
schaften des äußeren Potentials ist. 

In dieser Arbeit beschränken wir uns auf nicht-
relativistische perfekte Gase in dem einfachsten 
Potential, das eine räumliche Begrenzung des Gases 
herbeiführt, nämlich 

fO falls x e $ 
F ( x ) = |oo falls x(fi . 

sei ein einfach-zusammenhängendes Gebiet des 
Raumes mit genügend glatter Oberfläche. Wir gehen 
also aus von der Eigenwertgleichung 

(e2 /öx2 + | M )9^ (x ) = 0 (1) 

mit (vorgegebener) Randbedingung auf einer ge-
schlossenen Fläche 28 für die Eigenfunktionen 
9?w(x). Sie dient in der theoretischen Physik unter 
dem Namen „freie Schwingungsgleichung" zur Be-
schreibung der in der Natur so zahlreich auftreten-
den stationären Schwingungen; sie ist in mehreren 
Gebieten der Physik Teil des mathematischen Fun-
daments, auf dem nach Erweiterung durch spezifi-
sche Terme das Gebäude der jeweiligen Theorie er-

2 P . T . LANDSBERG, Thermodynamics , Interscience Publ. 
N e w Y o r k - L o n d o n 1961, S. 216, Aufgabe 27.7. 

richtet wird: durch Hinzufügen eines Potential-
termes (2m/Ä2) ^(x) wird (1) zur zeitunabhängigen 
Einteilchen-Schrödinger-Gleichung der Quanten-
mechanik; die Energie dieses Teilchens ist dabei 
en = (h2l2m) In der Akustik, ebenso wie in der 
Theorie des Hohlleiters, des Strahlungshohlraumes 
und der Gezeiten, beschreiben die Eigenfunktionen 
9on{\) die Ortsverteilung der Amplituden der ste-
henden Schall- bzw. elektrischen, magnetischen oder 
Gezeiten wellen; daher werden sie auch Wellen-
funktionen genannt. 

Lösungen des Randwertproblems (1), d.h. die 
explizite analytische Angabe aller Wellenfunktionen 
und Eigenwerte, sind jedoch nur für wenige spezielle 
Randbedingungen gefunden worden. So für die 
Fälle, daß auf der Fläche 28 entweder q>n (x) selbst 
oder aber ihre Ableitung in Normalenrichtung gleich 
einer vorgegebenen Zahl ist und 28 gerade als Ober-
fläche eines Quaders, einer Kugel oder eines Zylin-
ders beschrieben werden kann. Wird die Randbedin-
gung dagegen auf einer beliebig gestalteten Fläche 
ohne solche besonderen Symmetrieeigenschaften 
vorgegeben, so können Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen nur einzeln und numerisch errechnet werden. 

Für den Aufbau der Thermodynamik eines in dem 
von einer Fläche 28 umschlossenen Hohlraums SB 
befindlichen perfekten Gases — und damit auch für 
die speziellen Anwendungen „Fermigas-Modell" der 
Kernphysik, Theorie der Metallelektronen und 
Theorie der Hohlraumstrahlung — werden (mit 
Ausnahme der Einstein-Kondensation) jedoch nicht 
die genauen numerischen Werte der Eigenwerte £n 

und -funktionen 9?n(x) benötigt, sondern es muß 
lediglich der mittlere Verlauf der Zustandsdichte 
£>(£) im Phasenraum, — das ist die Zahl der Zu-
stände, deren Eigenwerte im Intervall (£, £ + d£] 
liegen — für große £ möglichst genau bekannt sein, 
denn der Aufbau der Thermodynamik aus der Sta-
tistik ist erst möglich, nachdem die Zustandssumme, 
die gewichtet über die Zustände des Systems sum-
miert, approximativ durch ein Integral ersetzt 
worden ist. 

Nun scheint der mittlere Verlauf der Zu-
standsdichte Q (£) für große £ bemerkenswert unab-
hängig von der genauen Gestalt des Hohlraums S3 
zu sein. Zunächst hatte Pockels schon 1891 speziell 
für einen quaderförmigen Hohlraum $ = den 
Zustandsraum untersucht. Die Zustandspunkte £ra 

bilden das reziproke Gitter. Die Zahl der £w unter-
halb einer vorgegebenen Schranke £ schätzte er 



durch das Volumen der Phasenraumkugel vom 
Radius | £ ab und fand so als Abschätzung für die 
Zustandsdichte g a {£) für Teilchen ohne Spin den 
Ausdruck 

Ö (£) = 0' ( I ) = (4 7*2)-I V • FI/A + R (F) (2) 

für = Quader. 

Dabei sei V das Volumen des Hohlraums und Ra (£) 
ein Restterm, der jedenfalls für asymptotisch große 
£ relativ zum ersten Term verschwindet. Nachdem 
D E B Y E 1 9 0 8 für einen kugelförmigen Hohlraum das 
gleiche Ergebnis erhielt, wurde von K L E I N die Hypo -
these aufgestellt und von W E Y L 3 bewiesen, daß ( 2 ) 

für beliebige Gestalt des Hohlraums gültig ist. 
Der einfache Ansatz für die mittlere Zustands-

dichte im Phasenraum (2) wurde zuerst von FOW-
L E R 4 ( 1 9 2 7 ) für den Aufbau einer quantenstatistisch 
begründeten Thermodynamik perfekter Gase aus-
genutzt. Eine moderne Darstellung der Fowlerschen 
Theorie ist z .B . von S C H R Ö D I N G E R 5 gegeben wor-
den. Jeder Eigenwert en: — ( 7 & 2 / 2 R A ) | W der freien 
Schrödinger-Gl. (1) wird dabei als im Mittel von v(e) 
Teilchen besetzt betrachtet. Die mittlere Besetzungs 
zahldichte v (e) hängt von der Wahl der Statistik ab, 
der die Teilchen des betrachteten Gases genügen 
sollen — d.h. ob es sich um ein Bose-, Fermi- oder 
ihren klassischen Grenzfall, ein , ,Boltzmann"-Gas 
handelt —, sowie von äußeren Parametern des 
Systems (z .B. der Temperatur T). Die Energie des 
Systems wird dann im Mittel 

oo 

E = ^engn(en)v(en). (3) 
n = 0 

Fowler nimmt das perfekte Gas als in ganz üö homo-
gen an. Die Teilchendichte n (x) sei also überall in 
konstant und gleich UQ. Dies wäre zwar mit einer 

3 H . WEYL , . Dissertation Göt t ingen 1907. Math . A n n 66, 
273 [1908]. - Göt t . Nachr . ( = Nachr . d. K g l . Ges. d . 
Wiss . Gött . , math . phys . Klasse) 1909, 37. — Math. 
Ann . 68. 220 [1910] (Habi l i tat ion) . - G ö t t . Nachr . 
1910, 443. - Math . A n n . 71, 441 [1912]. - J . rein, an-
gew. Math. 1912, 1. (Über die Abhäng igke i t der Eigen-
schwingungen einer M e m b r a n v o n deren Begrenzung) . — 
J . rein, angew. Math. 1913, 177. — R e n d . Circ. math , 
pal. 1 9 1 5 , 39. 

4 R. H. FOWLER, Statistische Mechanik , 1927, neu her-
ausgeg. v . O. HALPERN, 1931, o r ig . : Cambr idge U n i v . 
Press. 

5 E . SCHRÖDINGER, Statistische T h e r m o d y n a m i k , J o h . 
Ambros ius Barth-Verlag , Leipz ig 1952. 

6 Dieser E f fekt der kinetischen Gesamtenergie kann j e d o c h 
durch gegenläufige Ef fekte einer hinzutretenden poten -
tiellen Gesamtenergie überkompensiert w e r d e n ; s . a . 
S . K N A A K , G . S Ü S S M A N N , E . H I L F U. H . B Ü T T N E R , 
Phys . Lett , 23 12 [1966], 

komplizierten Randbedingung an die Wellenfunk-
tionen erfüllbar; jedoch allein die Randbedingung 
ip{x) = 0 für x e — die physikalisch eine ideal 
reflektierende harte Wand beschreibt — gewähr-
leistet, daß das Gas nicht entweicht (Teilchenstrom 
durch SS gleich Null). Unter dieser Randbedingung 
fällt jede Eigenfunktion xpe(\) der freien Schrödin-
ger-Gl. (1) stetig und mit unterschiedlicher Steigung 
zur Potential wand hin zu Null ab (und zwar mit 
e1 /2 , sofern die Krümmung der Potentialfläche klein 
gegen (e • 2ra/ft2)1/2/(27r) ist). In einer gewissen Ober-
flächenschicht ist also die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit der Teilchen systematisch um so größer, je 
energiereicher sie sind, ehe sie Null wird. Daher ist 
das im Innern homogene Gas in der Oberflächen-
Schicht inhomogen; denn einerseits fällt die Teil-
chendichte n(x) stetig zu Null ab, andererseits ist 
dort das Gas (bezogen auf die Teilchendichte) relativ 
gesehen energiereicher6. Verglichen mit dem Fowler-
schen Ansatz sollte also die Zustandsdichte Q (e) im 
Mittel kleiner sein und zwar um so mehr, je größer 
die „benetzte Oberfläche" W von ist. Es kann 
vermutet werden, daß sich Q (e) von der Fowlerschen 
Energiedichte um einen zu W proportionalen Sum-
manden unterscheidet. Tatsächlich ist von S W I A -

T E C K I 7 sowie H I L L u. W H E E L E R 8 für asymptotisch 
große e (ohne Berücksichtigung der Spin- und Iso-
spin-Entartung) der Ausdruck 

= ( 4 ^ ) - ' • F • ( ^ ) 1 / 2 - d 6 ^ ) - x - w 

+ ( W . L . ( 2 S 7 ) - 1 / 2 ( 4 ) 

vermutet 9 und von H I L F 1 0 und S Ü S S M A N N 1 1 nume-
risch begründet worden 1 2 , L ist die mittlere totale 
Krümmung von 2E, siehe auch (7). 

7 W . J . SWIATECKI, Proc . Phys . Soc . L o n d o n A 6 4 , 226 
[1951 ] ; A 68, 285 [1955]. - Phys . R e v . 98, 203 [1955] . 

8 P . J . H I L L U . J . A . W H E E L E R , P h y s . R e v . 8 9 , 1 1 2 5 [ 1 9 5 3 ] . 
oo 

9 D o r t werden nur die Integrale N — j de' g(e') &(e — e') 
oo 0 

u n d E = J de ' • e' • p(e ' ) • 0(e — e') behandelt . Sie ent-
o 

sprechen Teilchenzahl und Energie eines Fermionen-
systems mit der Fermi-Energie e und der Temperatur 
T = 0. Es ist daher einfach Q (e) = d N / d e . 
E . HILF, Diplomarbei t , Frankfurt (Main) 1963. 

11 E . H I L F U . G . S Ü S S M A N N , P h y s . L e t t . 2 1 ( N o . 6 ) , 6 5 4 
[1966]. 

1 2 D ie Struktur dieses Ansatzes und der mit ihm gewonne -
nen T h e r m o d y n a m i k bleibt bis auf andere K o n s t a n t e n 
auch bei anderer W a h l der Randbed ingungen erhal ten ; 
so z . B . für ein geschwindigkeitsabhängiges weiches 
Woods -Saxon -Potent ia l 6 für A n w e n d u n g in der K e r n -
physik . 



Mit dieser quantenmechanisch genaueren Zu-
standsdichteformel (4) werden wir, ausgehend von 
der kanonischen Zustandssumme, die Thermodyna-
mik räumlich begrenzter idealer Bose- und Fermi-
Gase sowie ihres Boltzmann-Grenzfalles neu auf-
bauen. Dabei ist 1. eine genügend große Teilchen-
zahl N des Systems Voraussetzung: genauer, es muß 

(6TI27V)1/3 > 1 (5) 

gelten. Für Systeme konstanter Innendichte ent-
spricht dies einer Dünnhäutigkeits- oder Lepto-
dermitätsannahme13. 2. Auf die genaue Lage ein-
zelner Niveaus soll es nicht ankommen, insbeson-
dere sei die Bose-Einstein-Kondensation ausge-
schlossen. 

Wesentliche Ergebnisse sind: die perfekten Gase 
zeigen eine Oberflächenspannung a ; der numerische 
Verlauf thermodynamischer Größen (wie z .B. spezi-
fische Wärme, innere Energie, usw.) weicht von 
dem für das klassische ideale Gas bekannten Ver-
lauf ab. 

Diese rein quantenmechanisch bedingten Effekte 
sind proportional zu 

[ffießm)1!2 • W • V'1 (6) 

und meist außerordentlich klein, außer für Teilchen 
sehr geringer Masse m, sowie für sehr geringe Vo-
lumina V und große Oberfläche W. 

Die Theorie kann angewendet werden: 
1. Zur Vorhersage der Abhängigkeit der Oberflä-

chenspannung schwerer, angeregter Atomkerne 
von der inneren Anregungsenergie im Rahmen 
des Fermi-Gasmodells der Atomkerne. Beispiele 
sind die hochenergetische Kernspaltung oder 
-Fusion. 

2. Zur Bestimmung der oberflächenproportionalen 
Eigenschaften des Elektronengases in sehr dün-
nen Metallschichten (Abhängigkeit der Fermi-
Kante von Elektronendichte, Temperatur und 
Oberflächen- zu Volumenverhältnis der Probe). 

3. Für die Berechnung der Strahlungsverteilung in 
sehr kleinen Hohlräumen tiefer Temperatur und 
für 

4. Phononensysteme in Kristallen geringer Aus-
dehnung ist eine leichte Umformulierung der 
Theorie erforderlich. 

1 3 W . J . SWIATECKI, Conference on Nuclear React ions 
with heavy Ions, Heidelberg 1969. 

Zugleich gibt die Zustandsdichteformel (4) eine 
asymptotische Näherung 
5. in zwei Dimensionen für die Anzahldichte der 

,,modes" bei Lasern und 
6. in drei Dimensionen für die Anzahl der nicht-

harmonischen Obertöne pro Frequenzintervall 
(vor allem) komplizierter Klangräume. 

Nach einer genauen Analysis der Planck-Fermi-
Integrale1 4 ,1 5 ist die explizite Berechnung wichtiger 
thermodynamischer Größen wie Oberflächenspan-
nung und spezifische Wärme von räumlich begrenz-
ten perfekten Gasen durchgeführt worden1 5 . 

A. Die Zustandsgrößen 

a) Einführung und Methodik 

Wir betrachten ein perfektes Gas, das in einem 
Hohlraum eingeschlossen sei. 

Die Wahl der Gestalt des Hohlraumes ist frei-
gestellt, sofern nur asymptotisch die Zustandsdichte-
formel (4) gilt. Die Wand des Hohlraumes sei für die 
Teilchen des Systems ideal reflektierend und hart. 
Eine genaue hinreichende und notwendige Forde-
rung an die Gestalt von üß für die Gültigkeit von (4) 
ist nicht bekannt. Die in der Physik auftretenden 
Gestalttypen sind jedoch schon in der hinreichenden 
Forderung enthalten: ,,Die geschlossene Oberfläche 
SB von ® bestehe aus höchstens endlich vielen steti-
gen Flächenstücken beschränkter Krümmung X, 
0 ^ X < oo, welche mit höchstens endlich großen 
Flächenwinkeln aneinanderstoßen"; Kugel, Zylin-
der, Torus und Würfel sind einfache Beispiele für 
die diese Bedingung erfüllen. 

In die Thermodynamik des perfekten Gases geht 
die Gestalt von S3 über die Größen Volumen V, 
Oberflächeninhalt W und mittlere totale Krüm-
mung L ein, welche als Integrale über die Ober-
fläche SB von S3 definiert werden können: 

F : = £ j x d W , W: = j\dW| , 

U> tD 

i : = j ( i + i ) l d W l - <7> 
i?i und i?2 sind die Hauptkrümmungsradien des 
Flächenstückes dW. 

Die Schrödinger-Gleichung des betrachteten N-
Teilchensystems in zerfällt in N Einteilchenglei-

1 4 W . B A U E R , E . H I L F u . G . S Ü S S M A N N , D i e P e r f e k t e n G a s e , 
Monographie, in Vorbereitung. 

1 5 E. HILF, Dissertation, Frankfurt (Main) 1967. 



chungen (1), da wegen der Randbedingung einer das 
System einschließenden ideal reflektierenden Wand 

der verkoppelnde Wechselwirkungsterm gestri-
chen werden kann. Bemerkenswerterweise ist nun 
die freie Schrödinger-Gl. (1) und damit auch ihr 
Eigenwertspektrum nach Übergang zu der dimen-
sionslosen Variablen a : = x /F 1 / 3 , nämlich 

2 m 
(ö 2 / öo 2 + en) 9?n(<*) = 0 mit en: = ^ V ^ - e n 

(8) 

invariant gegenüber Ähnlichkeitstransformationen 
x' = 77 x = : a x mit dx' = 77dx = adx und wegen 
V' = 77 V = a 3 V schließlich 

a ' = 7 7 a = 77(x/F1 /3) = a . (9) 

Das ew-Spektrum {e n < en+\ < • • •}, der Eigenwert 
jedes Zustandes sei dabei einzeln gezählt, ist nun 
zwar unabhängig vom Volumen V des Hohlraumes, 
nicht jedoch von der Gestalt. Als unabhängige 
Variable zur Beschreibung von Sß benutzen wir da-
her neben V meist nicht W und L, sondern die 
dimensionslosen Gestaltparameter 

w:=W/V2'3, l: = L/V^. (10) 

Einige Beispiele für Werte von w und l für verschie-
dene Gestalt gibt Tab. 1. 

Eine Ähnlichkeitstransformation I I entspricht 
nun gerade einer Änderung von 23 bei festgehaltenem 
w und l, denn 7 7 $ = S3', V' = a?V falls 
a 4= 1, aber (w', V) — 17(w, l) = (w, l). Es ist nun 
zweckmäßig, für alle thermodynamischen Größen 
in analoger Weise dimensionslose Größen zu defi-
nieren. Es wird sich zeigen, daß diese neuen Größen 
für ideale Gase ebenfalls Ähnlichkeitsinvarianten 
sind. Diese Eigenschaft eines perfekten Gases kön-
nen wir ausnutzen, um den Zustandsraum um eine 
Variable zu reduzieren. Umgekehrt kann im Zwei-
felsfalle diese Eigenschaft des Zustandsraumes ge-
radezu zur mikroskopischen Definition des Begriffes 
,,nichtrelativistisches perfektes Gas" verwendet 
werden. 

Wir schreiben die neuen dimensionslosen Größen 
stets mit halbfetter Schrift und definieren sie mit 

Hilfe der bekannten Größen Temperartur T, innere 
Energie U, freie Energie F, freie Enthalpie G, 
Enthalpie H, Druck p, Entropie S, Teilchenzahl N 
sowie fi, dem chemischen Potential (welches in der 
Literatur meist mit g oder T log£ bezeichnet wird) 
wie folgt: 

U _ F G __ H 
U ~:~G H 

ST WT _ [iN 
•

 8 T
 — ~~ pN 

(11) 

also S = S, N = N und ¥ = Y, mit - F/T 
= log Z, wobei Z die kanonische Zustandssumme 
ist. Sei irgendeine der ursprünglichen energiedimen-
sionierten Größen durch B, die zugehörige dimen-
sionslose Größe durch B charakterisiert, so gilt: 

d log B = d log 7? + § d log V . (12) 

Das ideale Gas ist damit gegeben durch Angabe der 
Gestaltparameter V, w und l des einhüllenden Hohl-
raumes des en-Spektrums (der Eigenwerte der 
Eigenzustände) und der mittleren Besetzungszahl v 
dieser Eigenzustände, 

? , (£ , * ) = (1/C exp ( s * ) - i ) - i (13) 

mit 

= exp i ju/T) , x: = ]lejT = ]/efT . (14) 

Es ist L = + 1, — 1, 0 zu wählen, je nachdem ob die 
Teilchen der Bose-Einstein-Statistik, der Fermi-
Dirac-Statistik oder dem klassischen Grenzfall 
beider, der Maxwell-Boltzmann-Statistik genügen. 
Die Definitionsbereiche von £ und v sind 

I i (oo [ + 1 
0 < C < 0 0 und 0 < v < 11 für t = j — 1 . (15) 

0 0 1 0 0 I 0 

Bei Kenntnis der Funktionen v(C, e) und p(e) [hier 
z .B. (13), (4)] lassen sich leicht die Gesamtenergie 
und Gesamtteilchenzahl des Systems bestimmen. 
Sei mit M(e) die Zahl aller Eigenzustände bezeich-
net, deren Eigenwerte en kleiner als e sind, dann 

2m J72/3 _ . e _ . * _ 

. P 
' p V 

K u g e l Zy l inder W ü r f e l 

w (36 71)1/3 = 4,84 ... 2 • (n/g)1/* • (1 +g)^5,52... , (ff= t) 6 
l 4 • (6 TT2)1/3 = 7 ,80 . . . 2 • (n/g) 2/3 • (1 + ng/2 ) ] > 10,9 . . . , (g — 4/TI) 6 ^ = 1 8 , 9 . . . 

T a b . 1. Die P a r a m e t e r w: = W/V2/3, l: = L/V1'3 fü r drei H o h l r ä u m e verschiedener Ges ta l t ; V: = V o l u m e n , W: = 
Oberf läche, L: = to ta le K r ü m m u n g . F ü r den Zy l inder g i b t : g= R/H das Verhäl tn is v o n R a d i u s R zu H ö h e H an. 



lassen sich N und U als Stieltjes-Integrale schrei-
ben1 6 

N = 2]v{en) => jv{e) • dM(e) = JdiV(e). (16) 
n = 0 e=0 e = 0 

und 

U=2tn'V (en) => je • V (e) • dM (e) = jedN (e). (17) 
n = 0 e = 0 e — 0 

Nun ist M (e) zwar monoton, doch mitnichten stetig. 
Daher ist eine Ersetzung dM (e) = £ (e) de mit 
@(e) = dM/de ohne Sinn; Q (e) ist eine hochgradig 
singuläre nichtmonotone Funktion: die Funktional-
determinante ist nicht erklärt. Wir ersetzen aber 
M (e) durch seinen mittleren Wert M(e) mit 
dM jde = q(e) mit der Funktion g(e) aus (4), die 
stetig differenzier bar und monoton ist. Für diese 
Mittelwerte folgen daher aus (16) und (17) die be-
kannten Integrale 

N= J d e -v (e ) -g (e ) , U = jde • v(e) • q (e) • e . (18) 
e = 0 e=0 

Wegen (4) sind dies Summen von Integralen vom 
Typ 

oo 
Jn(C,i)= jdx-xn-vt(C,x). (19) 

0 
Diese sog. Planck-Fermi-Integrale sind i. a. nicht 
geschlossen lösbar und im Falle der Fermi-Gasent-
artung sogar nur in asymptotische Reihen entwik-
kelbar. Wir setzen hier die (etwa in 14>15 gegebene) 
Analysis dieser Integrale voraus, die die explizite 
Berechnung jeder thermodynamischen Funktion in 
Form einer Reihenentwicklung ermöglicht und be-
schränken uns auf die Darstellung der Ergebnisse 
als Funktionen der J n (£). 

Zunächst schreiben wir die Zustandsdichte @(e) 
aus (4) mit (11) und (14) in die transformierten 
Größen um: 

dM diV dx 
dx de 

1 / x2 T3/2 wxT ITi/a \ 
— 2xT \ 2712 8TT + 8TT2 / • (20) 

Damit können wir wegen (14, 18, 19) Teilchenzahl und Energie als Funktionen von £ und Tberechnen: 
T3/2 J2(f) 

' N(£,T) = j dx-v (C, x) dMjdx = [ 

U(C, T) = jdx -v(C, x)-x*- dM/dx = T 

_ _ w T J i ( C ) I T W J o ( 0 
2 TT2 8 71 + 8 JI2 

T3/2J4(C) WTJ3(0 , IT^Mt) (21) 

2 7t2 8 71 1 8 TT2 J ' 

Als isochor-isothermische Oberflächenspannung bei festgehaltener totaler Krümmung definieren wir nun 

(22) aVT ,= d™VL U = F-4/3 e5rx U 

mit der Kurzschreibweise 
( 6a (x, y, z) 

dx (23) 

für die partiellen Ableitungen, deren Vorteile und Rechenregeln im Anhang aufgeführt sind. Nach den 
Kettenregeln (A.7) und (A.5) wird aus (22) 

h2 

= -im 7-4/3 • ^ U - U' Nld™ N) • (24) 

Zusammen mit (21) ist damit ÖVT als Funktion von £ und T mit Hilfe der Planck-Fermi-Integrale (19) 
dargestellt, 

- Js (C) + Ji (?) £ T \ • (25) OVT = 2 m 8 7i 

Neben OVT sind manchmal auch die isobar-isother-
mische Oberflächenspannung bzw. die isochor-
adiabatische Oberflächenspannung nützlich, 

OPT : = Z V p L U , ovs : = U , (26) 

die in (60) angegeben werden. 

J'2 (t)-^w T-i/2 Jx (C) + -i l Ti J'0 (?) 

1 6 In dem Spezialfall (T = 0, Fermi-Gas) , der i n _ 6 ~ n be-
handelt worden ist, ist v = ©(et — e), folglich dM = dAT, 
falls e < et (mit et als Fermi-Energie) . D a n n läßt sich 
(16) durch partielle Integration direkt auswerten: 

U -- J dN(e) • e = et N — JdeN(e). 
0 0 



b) Zustandssumme und Oberflächeneffekte 

Für den Aufbau der Thermodynamik des in einem 
Hohlraum $ eingeschlossenen quantenmechanisch 
perfekten Gases denken wir uns N, T, V und die 
Gestalt von iß (durch w und l) vorgegeben, gehen 
also von der kanonischen Zustandssumme 

Z 11(1 - t C e x p ( - x ; 2 ) ) - ' ( 2 7 ) 
XJ 

aus. Ihr Logarithmus 

^ ^ l o g Z (28) 

= - ATlogC - i 2 l o g { l - e x p ( - z , * ) } - ' , 
Xj 

die ,,thermodynamische Funktion", liefert nach 
Substitution der Variablen £{N, V, T) durch (21) 
die freie Energie F(T, N, V, w, l) = — TW in ihren 
natürlichen Variablen, aus der im Prinzip alle übri-
gen thermodynamischen Größen gewonnen werden 
können. 

Eine korrekte Ableitung des Ausdrucks (28) für den 
Logarithmus der Zustandssnmme ist z .B . von SCHRÖDIN-
GER17 gegeben worden. 

Er zeigt, daß man zum Ausdruck (28) nur gelangen kann, 
wenn zwei Terme vernachlässigt werden, von denen bei 
festgehaltenem £ der eine proportional zu log AT, der andere 
konstant (in bezug auf N) ist; die Hauptterme v o n (28) 
sind proportional zu N (denn f i s t bei homogenen Systemen 
eine extensive Größe) . Schrödinger schreibt, daß diese Zu-
satzterme berücksichtigt werden müssen für ein Studium 
v o n „ g a s bodies so small that their thermodynamical be-
haviour depends on their size and shape. The peculiar 
features would be termed ,surface phenomena ' b y the 
experimentalists" . Diese Meinung werden wir korrigieren. 
Als Ausdruck für die Zustandsdichte dagegen kennt 
Schrödinger nur den ersten Summanden von (20). 

W i r präzisieren nun unsere Voraussetzung der Lepto -
dermität (5) und der Stetigkeit v o n g(e) zur „quasiklassi-
schen Näherung" . Physikalisch besagt sie, daß wir v o n dem 
Einfluß mikroskopischer Feinstruktur und v o n Phasen-
trennungen absehen, das System also als „mikroskopisch 
h o m o g e n " ansehen und nur den Einfluß der durch die 
räumliche Begrenzung 23 quantenmechanisch bedingten 

„makroskopischen Inhomogenitäten" betrachten. Dies 
führt wegen (4) über die Zustandsraumsummation (28) zu 
gestaltabhängigen Zusatztermen, die bzgl . der Teilchenzahl 
proportional zu N2/3 bzw. N1/3 sind. ( Z u m Beweis ist der 
Ausdruck (21) für AT(£, T) in dritter Näherung nach T auf-
zulösen und in (32) einzusetzen.) Wir setzen also genauer 

(6 ti* N)V3 > log (29) 

voraus. Damit können wir die Schrödingerschen Zusatz-
terme vernachlässigen, die zwar das Studium des statisti-
schen Verhaltens v o n Systemen sehr kleiner Teilchenzahlen 
ermöglichen, aus denen sich aber keine v o n der Art der 
Mittelwertbildung über das statistische Verhalten unab-
hängige Thermodynamik aufbauen läßt, denn es sind ja 
genau solche Zusatzterme, um die sich die aus verschiedenen 
Gesamtheiten gewonnenen makroskopischen Größen unter-
scheiden; so gilt z . B . für die Entropie: 

(^kanonisch — $mikrokanoniseh) ^ 1 3 71N . 

Eine Verfeinerung des Näherungstusdruekes für l o g Z 
bis etwa zu Termen ~ log A7 ist für räumlich begrenzte 
Systeme noch aus einem zweiten Grunde nicht sinnvoll. Der 
Näherungsausdruck g(e) [s. Gl. (4)] für den mittleren Ver-
lauf der Zustandsdichte g(e) enthält die v o n der Gestalt 
v o n nur über die Oberflächenintegrale V, W und L ab-
hängigen Terme, soweit sie asymptotisch > e - 1 / 2 sind. Der 
mittlere Verlauf der Differenz R: = g(e) — g(e), der sog. 
Restterm, hängt dagegen in komplizierter Weise v o n der 
genauen Gestalt von $ und von e ab. Für beliebige Gestalt 
v o n 23 gibt es für R bisher nur die Abschätzung R < O 
(g-9/28). j n io jst (Jie Vermutung R = o ( l ) numerisch be-
gründet worden. In (28) wird über alle Eigenwerte ~ Xj 
summiert ; in quasiklassischer Näherung best immt daher 
o (e) => g(e) + R den Integrationsbereich. Der unbekannte 
Restterm 7? führt zu einer endgültigen Unkenntnis 0 (A 7 1 / 3 ) 
von lim l ogZ , welche die Schrödinger-Zusatzterme ( ~ logA7 , 

N—>oo 
~ 0 (1 ) verdeckt. 

Für Systeme endlicher, nicht zu großer Teilchenzahl 
können die Schrödinger-Zusatzterme relevant werden. Sie 
können jedoch in erster Näherung als eine Korrektur des 
Volumterms betrachtet werden; sie beschreiben primär 
gerade nicht die Korrekturterme an die Thermodynamik 
homogener Systeme für räumlich begrenzte Systeme großer 
Teilchenzahl, wie sie in dieser Arbeit behandelt wird, son-
dern die Korrekturterme für makroskopisch homogene 
Systeme sehr kleiner Teilchenzahl, wie sie ausführlich auch 
im Buch von HILL18 erarbeitet werden. 

Der Ausdruck (20) für g(e) enthält gestaltabhängige Terme, die sich wegen der Summation in (28) über 
alle Zustände Xj auf log Z auswirken; in quasiklassischer Näherung ersetzen wir 1. die Summation durch 
Integration und 2. g(e) durch g(e) nach (20): 

oo oo 
2 log( l — t£exp(— XJ2) => \dffl(x) log( l —i£exp {-x2)) - f dz£(.r) • 2 Ta;log(1 — iCexp(— x2)) 
x, o 6 

T3'2 w T l r1/2 

= 2 ^ K 2 ^ ~ "8^r ® + " 8 ^ - K o tt) - (30) 

1 7 E . SCHRÖDINGER, Statistical Thermodynamics , Cambr. 1 8 T . C. HILL, Thermodynamics of Small Systems, W . A . 
Univ . Press (1964) K a p . V I I und S. 46 u. Benjamin Publ. , N e w Y o r k 1963. 



letzteres mit Hilfe der Integrale 
oo oo 

Kn(£) := jdxxn - l o g ( l — t£exp(— x2)) = jdx xn • log(£exp( — x2) v " 1 ) , i = ± 1 , (31) 

wegen (1 — i£exp (— x2)) = £ • exp(— x2) v - 1 , falls t = ± 1. Für i — 0 ist Kn(£) = 0. Mit der mathe-
21 

matischen Identität Kn(£) — n y Jn+2 {£) folgt dann aus (28) 

T 3 / 2 w T 1 T 1 / 2 1 
«/4(C)- i-J*(C) + -±-i MC) \ =:q(N,C,T). (32) 

Wegen 

folgt 

F{T,£) = T • N(T, £) • logC 

TW 

J5/2 w T2 / T3/2 
( 0 - ^ ^ 3 ( 0 + ^2 (0 3 JI2 

(33) 

(34) 

Zusammen mit N(T,£) aus (21) und der Übersetzung (11) ist damit das thermodynamische Potential, 
die freie Energie F(T, N) bzw. F(T, V, N) im Prinzip bekannt. 

B. Thermodynamik 

Zunächst führen wir in Abschnitt a) über die freie 
Energie den Druck, die Entropie und das chemische 
Potential ein, um dann in b) die wichtigsten thermo-
dynamischen Potentiale und ihre totalen Diffe-
rentiale anzugehen. Dabei wird die besondere Struk-
tur der Thermodynamik des in einem Hohlraum 
eingeschlossenen quantenmechanisch behandelten 
perfekten Gases hervortreten: 

1. Die thermodynamischen Potentiale hängen 
nach der Transformation (11) nur noch von zwei 
(statt drei) unabhängigen Variablen ab; es erweist 
sich, daß es dann auch nur zwei (statt drei) linear 
unabhängige thermodynamische Potentiale gibt. 
Dies ist eine Folge der praktisch fehlenden Zwei-
teilchenwechselwirkung der Partikel des perfekten 
Gases. 

2. Die Gibbs-Duhem-Relation gilt bis auf je einen 
in w und l linearen Term. Dies bestätigt, daß das 
System im Innern homogen und nur in der Ober-
flächennähe („makroskopisch") inhomogen ist. 
a) Entropie S, Druck p und chemisches Potential p. 

1. Die partiellen Ableitungen von F(T, N). 
Die „thermodynamische Funktion" 

v, T) = logZ 

ist in (32) als Funktion von N, £ und T angegeben 
worden, = q(N, £, T). Es ist aber N nach (21) 
eine Funktion von £ und T allein. Dann hängt W 
nur von zwei unabhängigen Variablen ab, z .B. 

*F(N, £, T) = W{N,£(N, T), T) = V(N, T) 

und es gilt W{N, V, T) = W{N, T). 

Also ist 
8 ™ xp = o . (35) 

Wir berechnen nun aus (32) und kürzen den 
dort angegebenen Ausdruck für W mit q(N, £, T) 
ab, verzichten also vorübergehend darauf, mit Hilfe 
der Nebenbedingung aus (21), die N, £ und T mit-
einander verknüpft, eine der drei Variablen zu eli-
minieren. Dann ist nach (A.7) zunächst 

0* W = V f q + d ™ q • örC • (36) 

Wegen der Rekursionsformel für die in (32) auf-
tretenden Integrale, 

+ 2 ( 0 — 2 •MC) 
gilt 

N 4. 1 Oc 3— -jT + J 
T3/2 
2JT2 MC) 

wT 
MC) + 

IT1'2 

Wegen (21) ist also gerade 

(37) 

(38) 

(39) 

und damit 

1 f T5/2 
= T2 • "2^2 J4(C) 

(40) 
w T 2 7 T 3 / 2 

+ MC) 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (21), so haben 
wir die bekannte Relation 

U = (41) 



für unser System bestätigt. Wegen F = — TW also 
folgt daraus 

d%F= - W - U / T . (42) 

Für finden wir wegen (39) und (A.7) 0j<F = d p q 
= — log und daher 

d * F = T logC. (43) 

Damit können wir nun die Entropie S, der Druck p 
und das chemische Potential /i als partielle Ab-
leitungen der freien Energie einführen1 9 , 

S:=-d%vF, ju : = ö 

dF= -SdT + fidN -pdV . (45) 

TV jti 
'N * > p _ d*TF, (44) 

Für diese partiellen Ableitungen von F leiten wir 
nun mit Hilfe derjenigen von F(T, N) explizit be-
rechenbare Ausdrücke in V, T und £ ab. Dazu sub-
stituieren wir in (45) sowohl d F als auch d T ver-
mittels (11) und (12), ordnen nach d T, d N und d F 
und erhalten durch Vergleich mit d F ( T , N) = ö f F • 
d T + CL^FdiVdie gesuchten Beziehungen zwischen 
den partiellen Ableitungen von F(T, N) und 
F(T, V, N), 

3 V 

die zusammen mit (42), (43), (44) und (11) zu lesen sind als 

N(T, C) l o g t + ! - A T3/2J4(£) _ i L TMC) + s 3 ' Ti/2 • J2 (£) 

2m T79 n ti f 2m 
H' ^ • F 2 / 3 = f X = T l o g C , p- n2 

6ti2 471 ^ 8JI2 

F 5 / 3 = P = § ( F + S T ) . 

(46) 

(47) 

Wegen F:= — TW folgt hieraus unmittelbar 

— 2 TT „V — 2 U (4g) p = f U, also p V — 3 

Dies ist die Relation, die L A N D S B E R G 2 0 als not-
wendige und hinreichende Bedingung für die Eigen-
schaft eines Systems, nichtrelativistisches perfektes 
Gas zu sein, vorgeschlagen hat. Also ist unser 
System trotz Oberflächen- und Krümmungsspan-
nung und der damit in Oberflächennähe verbunde-
nen Ortsabhängigkeit von Dichte und Energiedichte 
makroskopisch ein perfektes Gas. 

Aus (21) folgen wegen (37) die Beziehungen 

* v = { 4 & T W • J * ( 0 - In T J>(0 + wTU2J*«>} • 

b) Partielle Ableitungen und Potentiale 
1. S p e z i f i s c h e W ä r m e 

Wir berechnen kurz die isochorische spezifische 
Wärme 

Cv : = ö£AT U = ö f 17. (49) 

Letzteres gilt, weil das Volumen bei der Ableitung 
(fTNTJ festgehalten wird2 1 . 

c j -U läßt sich aus den in (21) angegebenen Aus-
drücken für l / ( T , £) bzw. N(T, £) berechnen. Wegen 
(A.7) ist zunächst 

3$ U = U + 8cr 1/ £ . (50) 

3 T*/*'MC)--?-T*-J1(C)+ 1 
4 JT2 8jt 1 6 ^ 2 

Mit (A.5) kann ö f £ aus N{C, T) bestimmt werden: 

die partiellen Ableitungen von iV(£, T) ergeben sich dabei aus (21) zu 
l 

T 3 / 2 / O ( £ ) } . 

W = T { h •T3/2 • - h TJM + tL* T1,2J^)}. 

*IN = J { 4 ^ • T3/2 • Jo (« - • T (0 + t T1/2 J° («} ' 
1 9 Anstelle v o n p : = — 6£ T l 1 wird der Druck meist durch 

p: = T o?TV eingeführt. W e g e n F = - T W sind 
diese beiden Definitionen jedoch identisch. 

2 0 P . T . LANDSBERG, Thermodynamics , Interscience Publ . 
N e w York , L o n d o n ; S. 216, Aufgabe 27.7 [1961]. 

2 1 Ebenso gi lt : U = F~ 2 / 3 • U, j edoch U 
tfi 

(51) 

(52) 

(53) 

NT 
2m 

z x 
= (T^dU-ü) Der Bew eis ist analog zu dem für (46). o V 



mit den Integralen 
j oo 1 00 

Ji(C) := -£2 jdx • x - exp(x2) v(£, x), JQ(£) := jdxexp(x2)v(C,x). (54) 

Durch die Gin. (49) bis (54) ist damit die spezifische 
Wärme Cy als Funktion von T und £ angegeben. 
Ein Vergleich von (51) mit (53) liefert die Relation 

bJU = ~ tfTN, 17= 0 c r l 7 - y {dcTN)2I^N, (55) 

durch die sich 8y t / durch 8^17 und Ableitungen von 
iV(£, T) allein bestimmt erweist. 

2. E n t r o p i e 
Als Rüstzeug berechnen wir die partiellen Ab-

leitungen der Funktionen S(T,N), S(£,N) und 
S(T,C) mittels S = W + U/T (s. (47)) aus 17(£, T) 
und N{C, T) mit Hilfe von (A.7) und (A.5). Für 
S(T, N) lauten die partiellen Ableitungen 

3£/S = epF+ T-10517, 
T - i 8^17, 

(56) 

denn nach (41) ist 8 ^ = T 2 1 7 . Wegen (A.7) und 
S^y7 = — log £ folgt daraus 

8 £ S = - l o g £ + T - i 8 c r l 7 8££ , 
8 $S = 

(57) 
T - i ( 8 c r f / + 8 f l 7 - 8 f C ) , 

mit 8^£ = (8 c t ^) - i und 8 f £ = - tfTNld?N (s. (52)). 
Für die partiellen Ableitungen von S (£, N) erhalten 
wir aus (47) nach mehrfacher Anwendung von (A.7) 

(58) 

(59) 

wegen (41), (43) 

dfS = T 1 {dfU + tfTU 0 f T ) . 

Schließlich ergeben sich in analoger Weise die par-
tiellen Ableitungen von S(T, £), nämlich 

tfTS = - log £ • tfTN + T i 8^.17, 
d f S = - log £ • 8?N + T - i 8ct17 . 

3. S p a n n u n g e n 
Entsprechend zu (25) lassen sich nun die (explizit 

mit Hilfe der Planck-Fermi-Integrale auswertbaren) 
Ausdrücke für die thermodynamische Oberflächen-
bzw. Krümmungsspannung angeben. 

Mit a bezeichnen wir die thermodynamische Ober-
flächenspannung, gegen die dynamische Arbeit auf-
zubringen ist, wenn die Oberfläche des Systems um 
dTF vergrößert werden soll bei konstanten S, N , V, 
L ; es gilt: 

<7 := c'w VLU = 8lNVLF = d™*LG = Jw v — vw — 

Zunächst folgt aus (A.7) mit (22) und (49) 

er = ovt + Cv • ^ v l T . 

Aus (A.5) folgt 
dSNVLT = _ ZTNVLSrcNVWLS 

Es güt wegen (10), (11), (A.7), (A.5) 
LS = F-2/3 • d™vlS(T F2/3, N, w, l) = F-2/3 • = - 0CT£ • d^N/dfN) • V~2/3 , DTNVL< 

sowie nach (A.5) und (11) 
2 m 72 /3 . 

Damit haben wir mit (57) 

er = OVT — K* 
~2m 

7-4/3 . T ' C V 
d£N&T U - d^NdJTT 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

a durch die bereits angegebenen Ausdrücke für OVT , 
Cy und die partiellen Ableitungen von $ ( T , £), 
N(T, £), U(T, £) angegeben, siehe (49 ) - (55 ) , (22) 
sowie nach (47) 

& = - • log £ - TJs (£). (66) 

Einsetzen und Ordnen aller Terme in (65) ergibt 

wegen (59), (55), (21), (11) schließlich als Ergebnis 

Analog ist die thermodynamische Krümmungsspan-
nung 

l : = 8 f N V W U = d™vwF = d%NpTVG = ••• (68) 



zu definieren. Wegen (10), (11), (A.7) ist zunächst 

A = Im 7 - 1 • Z?NVwU= fm F -1 • CcP'U + dfNrT) (69) 

und nach Anwendung von (A.7), (A.5) auf den ersten Summanden und (11), (49) sowie (A.5), (11) auf den 

zweiten Summanden ergibt sich daraus wegen ö^T = F2 /3 

~ ' ZpNIdfN) - Cv • trSI^S . (70) 
Wegen (A.7), (A.5) ist zunächst 

a?Ns = Zps - zJs • ZpNIcfN 

und damit wegen (56) in Funktionaldeterminantenschreibweise 

A ~ 2 m ) e(I , f ,T) _ J - e ( Z , C , T ) )• ( 7 1> 

Nun ist nach (47) und (21) 

ZpS = - log C • VN + TV 2 • J2 (C) (72) 

sowie 

e r u = T3/2 j 2 ( 0 , d p N = ~ n / 2 Jo (C) • 
(73) 

Aus (11) folgt daher mit (59) und (55) schließlich 
als Ergebnis 

A = - L * - ^ W ' T 3 , 2 - J 2 ( C ) . (74) 

c) Die thermodynamischen Potentiale 
Unter den vier bekanntesten Potentialen Energie 

U{S, V, N), Freie Energie F{T, V, N), Enthalpie 
H{S, p, N) und Freie Enthalpie G(T, p, N) mit 

U: = F+TS, H:=U + pV, G := H - T S (75) 

gibt es wegen 
{G+U)-{H + F) = 0 (76) 

nur drei unabhängige Potentiale bzw. thermodyna-
mische Variable. Speziell für ein nichtrelativistisch 
perfektes Gas gibt es wegen pV = § U und damit 

H = §U sowie G=F+%U (77) 

nur zwei unabhängige Größen. Die Potentiale hän-
gen nach der Transformation (11) nur noch von 
zwei transformierten Größen und nicht mehr ex-
plizit vom Volumen ab z.B. U(S, N), welches sich 
aus U(T, £) mit den Umkehrungen von S(T,£) und 
N(T,C) ergibt. 

Diese Reduktion der Thermodynamik in den 
transformierten Größen kann als makroskopische 
Definition des Begriffes „nichtrelativistisch-perfek-
tes Gas" verwendet werden. 

1. Für das totale Differential der freien Energie 
F(T, V, N) folgt aus (44), (45) mit (11) 

dF = — $ d T 4- p.diV (78) 
mit 

d%F=-S, F = [L . (79) 

2. Das totale Differential der Energie ergibt sich 
aus (45) und (75) in bekannter Weise zu dU = d F 
+ d {TS) , also 

dU= TdS - pdV + iudN . (80) 

Aus (12) folgt für dU nach Einsetzen von (48) und 
mit (11) andererseits 

fit 
d U = » 7 -2 /3 . d 1 7 - pdV. (81) 2m 1 v ' 

Vergleich mit (80) und Transformieren gemäß (11) 
liefert schließlich 

dU = TdS + p.dJV (82) 
mit 

ö f l / = T , dyXJ = (83) 

3. Für das totale Differential der Enthalpie er-
gibt sich aus (75) und (80) 

d# = TdS + Vdp + iudN . 

Aus (77) und (82) folgt 

d H = f T-dS + = § d l / . (84) 

In den transformierten Variablen sind also d H und 
dl7 parallel und haben die gleichen natürlichen 
Variablen im Gegensatz zu dT7 und d£7. 

4. Das totale Differential der freien Enthalpie ist 
nach (75) gleich dG = — SdT + Vdp + pdN. 



Andererseits wird für das Differential dG wegen 
(77), (79) 

dG = ( — $ + § d%U) d T + (n + § dyU) d N , (85) 

mithin 
c^'G = - S + $<%U, ö j G = |x + § e j 17. (86) 

Die Funktion Cv := U wurde durch (50) bis (54) 
als Funktion der Integrale JV(C) angegeben. 

Die Funktion dy : = ö v ^ ergibt sich analog 
wegen (A.5) aus 

0 ^ 1 7 = d f U : d j N (87) 

zusammen mit (51) und (53) als Funktion der J v (?) 
3 -H ( ? ) - (TI/2) w T 1 /2 J i ( C ) + W ) T 1 Jo ( ? ) 

Jo (?) - (»/2) «> C T-I/2 j ; (?) + (Z/2)"? T-I J; (?) • 
(88) 

dyU ~ 

Für die Zustandsgröße G selbst ergibt sich aus (75, 
77) G = i f — TS = | [7 — TS, mit (47) und (12) 
und (67, 74) schließlich 

Q = pN + \oW + %XL. (89) 

Im Unterschied zur integralen Gibbs-Duhem-
Relation für homogene Systeme Gnom = juN treten 
hier für das räumlich begrenzte perfekte Gas zwei 
Terme hinzu, die jedoch linear im Inhalt, bzw. der 
Krümmung der Oberfläche des Gefäßes sind. Das 
System ist also nach Ausweis von (89) nicht global 
homogen. Es gilt jedoch ebenso wie alle übrigen 
thermodynamischen Relationen die differentielle 
Gibbs-Duhem-Relation G = /u; das System 
ist makroskopisch im Gleichgewicht, es ist lokal-
homogen, auch in der Oberflächenschicht. 

Damit sind alle wichtigen thermodynamischen 
Relationen eines räumlich begrenzten nichtrelati-
vistisch-perfekten Gases großer Teilchenzahl auf 
die Abhängigkeit von der räumlichen Gestalt der 
Begrenzung untersucht worden. 

Der Zustandsraum kann stets so geeignet erwei-
tert werden, daß in dessen erweiterter Basis das 
System auch global homogen ist, also wieder eine 
integrale Gibbs-Duhem Relation gilt. Die geeigneten 
zusätzlichen Variablen sind durch die Forderungen 

i U = : a W=:W U (90) 

und 

§ XL = f LdsLVWN U = : J.L = : L ö f F T ™ U (91) 

festgelegt. Die Lösungen 

W = W3, L = £3/2 

übernehmen daher in der Thermodynamik die Rolle 
der extensiven Oberflächen- und Krümmungsvari-
ablen und es gilt die integrale G. D.-Relation für 
dieses erweiterte System G = /liN + oW + XL. 

Meinen herzlichen Dank sage ich Herrn Professor Dr. G . 
SÜSSMANN für seine Geduld, für zahlreiche fruchtbare 
Diskussionen und Anregungen (insbesondere auch zum 
Anhang), sowie Herrn Professor Dr. R . EBERT für seine 
großzügige Unterstützung und ihm und Herrn Dr. R . GÖBEL, 
für einige wertvolle Hinweise. Den Herren Dr. W . OCHS 
und Professor Dr. H. BILZ danke ich für klärende Gespräche. 

Anhang 

Operatorschreibweise partieller Ableitungen 

In diesem Anhang werden auch zur Einübung in 
das Arbeiten mit der Kurzschreibweise der partiel-
len Ableitungen die nützlichen Relationen zwischen 
partiellen Differentialen zusammengestellt. 

1. Substitutionsregeln für partielle Ableitungen 

In einem zweidimensionalen Zustandsraum läßt 
sich jede thermodynamische Größe a,b, c, ... als 
Funktion irgend-zweier den Raum aufspannender 
Zustandsgrößen, etwa (x, y) oder (a, b) schreiben. 
Die Transformation (x, y) => (a, b) kann differentiell 
vermittelt werden durch die totale Ableitung, die, 
operativ geschrieben, in den beiden Systemen die 
Formen 

d:=dx-dvx + dyc)Z = dadba+dbdab (A. l ) 

annimmt. 
Die partiellen Ableitungen haben wir dabei in der 

durch (23) definierten Kurzform2 2 

3fc(a, ß)\ 
dß J a = const 

\k: = (H.23) 

geschrieben. Sie haben die Eigenschaften der Exi-
stenz einer Null 

0 , 
einer Eins 

dbaa= 1, 

(A.2) 

(A.3) 

(92) 

2 2 Diese Kurzschreibweise will den Operatorcharakter der 
Ableitung betonen und doch die bisher übliche, aber 
hier unhandliche Bezeichnungsweise anklingen lassen. 
Buchdahl 2 4 verwendet (a,y)x. Andere mögliche Bezeich-
nungsweisen wären: yax s. HILF 1 5 oder in Anlehnung 
an die Relativitätstheorie x a l ä / . D o c h sollte d e m be-
grifflichen Unterschied zwischen Bild, Abbi ldung und 
Urbild Rechnung getragen werden, indem nicht dem 
Bild, sondern der Abbi ldung ein eigenständiges Symbo l 
zugeordnet wird, was dann z . B . reine Abbi ldungsglei -
chungen ermöglicht 2 5 . 



eines Inversen, 

ejar-es& = 1; (A.4) 

bei zyklischer Vertauschung gilt 

cabc-?cab-Zbca=- 1 . (A.5) 

(Die „Entartung" Zaa ist in diesem Formalismus ein 
Symbol ohne Sinn, da die Art des Grenzüberganges 
nicht ersichtlich ist.) Für den Übergang zu einem 
anderen Koordinatennetz (x, y) -> (a, b) wenden 
wir den ersten Teil von (A. l ) auf a und b an, setzen 
die so erhaltenen Ausdrücke für da (x, y) und 
d6(x, y) in den zweiten Teil von (A. l ) ein und er-
halten durch Koeffizientenvergleich aus (A.l) die 
Substitutionsregeln 

% = y x a d b a + &xbdab (A.6) 

und eine analoge Gleichung, in der x und y vertauscht 
erscheinen. Identifiziert man hier a mit x, also 

(x, y) -> (x, b), so ergibt sich wegen (A. 3) die ,,Sub-
stitutionsregel für die festzuhaltende Variable" 

£ * = £ » + 3 » (A.7) 

wird stattdessen analog in (A. 6)a mit y identifiziert, 
so folgt wegen (A.2) die „eindimensionale Ketten-
regel" (Substitutionsregel für die Ableitungsvariable) 

(A.8) 

die auf x angewandt gerade die Inversionsregel 
(A.4) beweist. Wird (A.7) auf y angewendet, so ist 
wegen (A. 4) und (A. 2) auch die Vertauschungsregel 
(A. 5) bewiesen. Anwendung von c^ auf x ergibt 
wegen (A. 6) schließlich die symmetrische Beziehung 

d v x ad b a x+c) v x bZ a b x= 1 . (A.9) 

2 4 N a c h H . A . BUCHDAHL, T h e Concepts o f Classical Ther -
m o d y n a m i c s . A t the Univers i ty Press, C a m b r i d g e 1966, 
§ 80. S. 165. 

2 5 Für diesen Hinweis danke ich Herrn Dr . R . GÖBEL. 

Ein einfaches statistisches Modell für Transportvorgänge 
mit beschränkter Ausbreitungsgeschwindigkeit. I. 

J . U . K E L L E R 

Institut für Theoretische Physik der Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule Aachen 

(Z. Naturforsch. 25 a, 1202—1206 [1970] ; eingegangen am 23. Mai 1970) 

A simple statistical model for transport-processes in material systems like heat conduction, dif-
fusion and Rrownian motion is given. The model consists of a one-dimensional unrestricted random 
walk process. The jump-probabilities of the random-walk-particle generally depend on the history 
of the particle. The transport equations fol lowing from this model describe, contrary to the equa-
tions given by Fick, Fourier, Smoluchowski and Fokker-Planck always transport-processes with 
bounded velocity of propagation. 

Einleitung 

Ein einfaches statistisches Modell für Transport-
vorgänge in Materie wie z. B. Wärmeleitung, Dif-
fusion oder Brownsche Bewegung ist der klassische 
Irrflug-Prozeß i . 

Dieses Modell besteht im einfachsten Fall aus 
einem oder vielen Teilchen, welche unabhängig von-
einander jeweils zu den Zeitpunkten 

N r (W = 0 , 1 , 2 , . . . , r = const) 

Sonderdrudeanforderungen an Dr. J. U. KELLER, Institut 
für Theoret. Physik der Tedmischen Hochschule Aachen, 
D-5100 Aachen, Templergraben 55. 

auf einem unbeschränkten eindimensionalen Gitter 
mit den Plätzen na (n = 0, ± 1, + 2 , . . . , a = const) 
statistisch verteilte Sprünge ausführen. Um von die-
ser mikroskopischen zu einer makroskopischen Be-
schreibung zu gelangen, muß man vom diskreten 
Modell zum Kontinuum übergehen: 

a ^ - 0 , t—>0; N-+ oo , n —> oo , 
na = x, Nr = t. (E . l ) 

Hier bedeuten x und t makroskopische Orts- und 
Zeitparameter. Aus dem Satz von der totalen Wahr-

1 S. CHANDRASEKHAR, Rev. Mod. Phys. 15, 1 [ 1 9 4 3 ] . - M. 
KAC, i n : Selected Papers on Noise and Stochastic Proces-
ses, N. WAX (Ed . ) , Dover, N. Y. 1954, S. 295. - A . H. 
REIF, Fundamentals of Statistical and Thermal Physics, 
McGraw-Hill , New York 1969, Chap. 1. 


